
周期运动
简谐振动和阻尼



周期运动

{ 𝑄1, 𝑄2, 𝑄3, … } 𝑄𝑖= 𝑄𝑖(𝑡 + ∆𝑡) ∆𝑡有限大，且对所有参数适用

对一个体系：

对一个质点：

{r, 𝑣, 𝑎, 𝐸} 𝑟 = 𝑟(𝑡 + ∆𝑡) ∆𝑡有限大，且对所有参数适用

𝑟 = 𝑟(𝑡 + ∆𝑡)→ 𝑟 = 𝑟 𝑡 + 2∆𝑡 → 𝑟 = 𝑟(𝑡 + 𝑛∆𝑡)

周期 T： ∆𝑡 -- 秒 s
频率 f： 1/∆𝑡 -- 赫兹 Hz = cycle/s
角频率：2πf  -- rad/s

周期性的数学描述



周期运动

周期运动：受一个指向平衡位置的，与偏移平衡位置的“距离”大小相关的力。

简谐运动：受一个指向平衡位置的，与偏移平衡位置的“距离”大小成正比的力。



简谐运动

O
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𝐸p

𝐸1
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𝑟2 𝑟0 𝑟3

𝐸 = 𝐸 𝑄1, 𝑄2, 𝑄3, … → 𝐸 − 𝐸0 = 𝑎0 +𝑎1 (𝑄1−𝑄10) +𝑎2 (𝑄1−𝑄10)^2 +⋯ .

a0: 定义为0
a1: 平衡点一阶微分系数为0

第一个重要项： a2 : dE/dQ = F;  dF/dQ ~ a2



简谐运动的解

𝑥 = 𝐴 cos(𝜔𝑡 + 𝜙)

𝐹 = 𝑚
d2𝑥

d𝑡2
= −𝑘𝑥

d2𝑥

d𝑡2
= −

𝑘

𝑚
𝑥

d2𝑥

d𝑡2
= −𝜔2𝑥

令：𝜔2 =
𝑘

𝑚

𝑥 = 𝐴𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡 + 𝜑

= 𝐴𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜑 + 𝜔
2𝜋

𝜔
)

周期 T： ∆𝑡 --
2𝜋

𝜔
= 

频率 f： 1/∆𝑡 --
𝜔

2𝜋
=

角频率：2πf  -- 𝜔 = 

注意：周期、频率和A无关！



圆周运动-分解

Ԧ𝑎 = −Ԧ𝑟𝜔2
𝑎𝑥 = −𝑟𝜔2 cos 𝜃 = −𝜔2𝑥

𝑎𝑦 = −𝑟𝜔2 sin 𝜃 = −𝜔2𝑦
θ

Ԧ𝑟 = 𝑟 Ƹ𝑒𝑟
𝑥 = 𝑟 cos 𝜃 = 𝑟𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡)

𝑦 = 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜃 = 𝑟𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 − 𝜋/2)

d2𝑥

d𝑡2
= −

𝑘

𝑚
𝑥

ሷԦ𝑟 = −
𝑘

𝑚
Ԧ𝑟 线性方程，线性叠加



简谐运动的解–相位

𝑥 = 𝐴 cos(𝜔𝑡 + 𝜙) = 𝐴 cos( 𝜃)

t

x

o

𝜃 = 𝜔𝑡 + 𝜑 t 时刻, 振动的相或相位
)cos()cos(  AtAx =+=



𝑥 = 𝐴 cos(𝜔𝑡 + 𝜙)

t

x

o

𝐹 = 𝑚
d2𝑥

d𝑡2
= −𝑘𝑥

Xmax = A 对应 v = 0

能量守恒→ Xmax的势能 = 总机械能

A: 对振动能量的标度

简谐运动的解–振幅

)cos(  += tAx



简谐振动的动力学模型

通解的几种形式：

d2𝑥

d𝑡2
= −𝜔2𝑥

𝑥 = 𝐴 cos(𝜔𝑡 + 𝜙) A振幅，ω角频率，ϕ初相位。其中A，ϕ为待定常数

𝑥 = 𝐴′ cos(𝜔𝑡) + 𝐵′ sin(𝜔𝑡) A’, B’振幅，ω角频率。其中A’，B’为待定常数

二阶线性常微分方程

𝑥 = Re( 𝐴″𝑒𝑖𝜔𝑡 + 𝐵″𝑒−𝑖𝜔𝑡) A’’, B’’振幅，ω角频率。其中A’’，B’’为待定复常数

这几种通解形式彼此等价，但是有不同的物理含义和用途。



振动状态和振动能量

𝑥 = 𝐴 cos(𝜔𝑡 + 𝜙)位置：

振动速度： 𝑣 =
d𝑥

d𝑡
= −𝜔𝐴 sin(𝜔𝑡 + 𝜙)

其中： vm=A 称为“速度振幅”

其中： am= 2A 称为“加速度振幅”

𝑎 =
d𝑣

d𝑡
= −𝜔2𝐴 cos(𝜔𝑡 + 𝜙)振动加速度：

= 𝑣m cos(𝜔𝑡 + 𝜙 +
𝜋

2
)

= 𝑎m cos(𝜔𝑡 + 𝜙 ± 𝜋)



振动状态和振动能量

∵ 𝑚𝜔2 = 𝑘

𝐸k =
1

2
𝑚𝑣2 =

1

2
𝑚𝜔2𝐴2 sin2(𝜔𝑡 + 𝜙 )振子动能：

𝐸p =
1

2
𝑘𝑥2 =

1

2
𝑘𝐴2 cos2(𝜔𝑡 + 𝜙 )振子势能：

𝐸 =
1

2
𝑘𝐴2 =

1

2
𝑚𝜔2𝐴2 =

1

2
𝑚𝑣m

2

总能量： 𝐸 = 𝐸k + 𝐸p



振动状态和振动能量

t

x
𝑥 = 𝐴 cos(𝜔𝑡 + 𝜙)

o

Ek

t

E

o

Ep
𝐸 =

1

2
𝑘𝐴2

➢ 振子在振动过程中，动能和

势能分别随时间变化，

但任一时刻总机械能保持不变。

➢动能和势能的变化频率是弹

簧振子振动频率的两倍。

➢谐振动的总能量与振幅的平

方成正比。（适合于任何谐振

系统）

)cos(  += tAx



角振动 - 手表
d2𝑥

d𝑡2
= −

𝑘

𝑚
𝑥 𝜔2 =

𝑘

𝑚

如果力矩τ正比于偏移平衡的θ角大小？



单摆与微振动近似

运动学分析：
切向加速度为𝐿 ሷθ，法向加速度为𝐿 ሶθ2

当振动很小的时候（角度很小） 由： sin 𝜃 = 𝜃 −
𝜃3

3!
+
𝜃5

5!
− ⋯

由于 很小，略去 3以上各项，则sin ≈ 

切向合力为 𝐺𝑇 = 𝑚𝑔 sin 𝜃

法向合力为 𝑇 − 𝐺𝐿 = 𝑇 −𝑚𝑔 cos 𝜃

受力分析：

切向𝑭 = 𝑚𝒂
因此𝑔𝑠𝑖𝑛θ = −𝐿 ሷθ 令

𝑔

𝐿
= ω2

d2𝜃

d𝑡2
= −𝜔2𝜃 这与弹簧振子的动力学方程形式相同



刚体摆动与微振动近似

−𝑚𝑔𝑟c sin 𝜃 = I
d2𝜃

d𝑡2

式中负号表示重力矩方向恰与角 的正方向相反。𝜃

如图所示，一刚体绕过o的垂直于纸面的轴转动，满足转动定律：

令： 𝜔2 =
𝑚𝑔𝑟c
I

得：
d2𝜃

d𝑡2
+𝜔2 sin 𝜃 = 0

与弹簧振子的动力学方程形式相同

说明了简谐运动的普遍性

d2𝜃

d𝑡2
= −𝜔2𝜃微振动近似后



分子振动

小量偏移：



简谐振动的动力学模型

通解的几种形式：

d2𝑥

d𝑡2
= −𝜔2𝑥

𝑥 = 𝐴 cos(𝜔𝑡 + 𝜙) A振幅，ω角频率，ϕ初相位。其中A，ϕ为待定常数

𝑥 = 𝐴′ cos(𝜔𝑡) + 𝐵′ sin(𝜔𝑡) A’, B’振幅，ω角频率。其中A’，B’为待定常数

二阶线性常微分方程

A’’, B’’振幅，ω角频率。其中A’’，B’’为待定复常数

这几种通解形式彼此等价，但是有不同的物理含义和用途。

𝑥 = Re( 𝐴″𝑒𝑖𝜔𝑡 + 𝐵″𝑒−𝑖𝜔𝑡)



振动能量耗散--阻尼 damping



阻尼震动

𝐹 = −𝛾𝑣 = −𝛾
d𝑥

d𝑡

d2𝑥

d𝑡2
+ 2𝛿

d𝑥

d𝑡
+𝜔0

2𝑥 = 0动力学方程：

δ称为阻尼系数：注意和Sears书里用的符
号不同。

𝜔0
2 =

𝑘

𝑚
, 2𝛿 =

𝛾

𝑚
令：

−𝑘𝑥 − 𝛾𝑣 = 𝑚
d2𝑥

d𝑡2

线性回复力 阻力

阻尼跟速度有关

𝜔0与𝛿量纲相同



阻尼项的效果

考虑简化的情况： 𝜔0 = 0

𝑚 ሷ𝑥 = −𝛾 ሶ𝑥 即 ሷ𝑥 + 2𝛿 ሶ𝑥 = 0

∴
d𝑣

d𝑡
= −2𝛿𝑣

d𝑣

𝑣
= −2𝛿d𝑡

两边同时积分得： ln 𝑣 − ln𝑣0 =− 2𝛿𝑡 ⇒ 𝑣 = 𝑣0𝑒
−2𝛿⋅𝑡

再次积分得 𝑥 =
𝑣0
2𝛿

+ 𝑥0 −
𝑣0
2𝛿

𝑒−2𝛿𝑡 速度，位移呈指数衰减 𝑒−2𝛿⋅𝑡



阻尼振动的动力学方程

𝛿 = 0, 𝜔0 ≠ 0 简谐振动

𝛿 ≠ 0, 𝜔0 = 0 位移指数衰减

𝑒𝑖𝜔0𝑡或𝑒−𝑖𝜔0𝑡

𝑒−2𝛿⋅𝑡

d2𝑥

d𝑡2
+ 2𝛿

d𝑥

d𝑡
+ 𝜔0

2𝑥 = 0动力学方程：

考虑引入试探解 𝑒𝛾𝑡 其中𝛾为复数

代入方程后得到

γ2+ 2δγ + ω0
2 𝑒γ𝑡 = 0 γ2 + 2δγ + ω0

2 = 0



阻尼振动的解

γ2 + 2δγ + ω0
2 = 0我们讨论特征方程 解的情况

1) Δ>0, 即δ>ω0 (过阻尼)

特征方程的两个实数根分别为 𝑟1 = −δ + δ2 −ω0
2，𝑟2 = −δ − δ2 −ω0

2

方程通解为

𝐴𝑒𝑟1𝑡 + 𝐵𝑒𝑟2𝑡 = 𝑒−δ𝑡(𝐴𝑒
𝑡 δ2−ω0

2

+ 𝐵𝑒
−𝑡 δ2−ω0

2

)

阻尼较大时 δ>ω0，质点缓慢回到平衡位置，

不作往复运动。

讨论判别式Δ = δ2 −ω0
2的正负性γ2 + 2δγ + δ2 = δ2 −ω0

2



过阻尼振动



阻尼振动的动力学方程的解

2) Δ=0, 即δ=ω0 (临界阻尼)

特征方程只有一个实数根分别为𝑟1 = 𝑟2 = −δ

因此找到一个解为𝑒−δ𝑡，猜测另一个独立的解为𝑡𝑒−δ𝑡。怎么猜的？

方程通解为𝐴𝑒−δ𝑡 + 𝐵𝑡𝑒−δ𝑡 = 𝑒−δ𝑡(𝐴 + 𝐵𝑡)

当（ ）时，为“临界阻尼”情况, 是质

点不作往复运动的一个极限

𝛿 = 𝜔0



临界阻尼振动

过阻尼 临界阻尼



阻尼振动的动力学方程的解

3) Δ<0, 即δ<ω0 (低阻尼)

将其组合出我们熟悉的cos(ω𝑡),sin(ω𝑡)的形式，我们得到方程的另
一个形式通解为

𝐴′𝑒𝑟1𝑡 + 𝐵′𝑒𝑟2𝑡 = 𝑒−δ𝑡(𝐴′ cos 𝑡 ω0
2 − δ2 + 𝐵′ sin(𝑡 ω0

2 − δ2))

特征方程的两个复数根分别为 𝑟1 = −δ + 𝑖 ω0
2 − δ2，𝑟2 = −δ − 𝑖 ω0

2 − δ2

方程通解为 𝐴𝑒𝑟1𝑡 + 𝐵𝑒𝑟2𝑡 = 𝑒−δ𝑡(𝐴𝑒
𝑖𝑡 ω0

2−δ2
+ 𝐵𝑒

−𝑖𝑡 ω0
2−δ2

)
（A,B为复数，有物理意义
的是解的实数部分）

阻尼较小时（ ），振动为减幅振动，振幅 随时间按
指数规律迅速减少。阻尼越大，减幅越迅速。振动周期大于自由
振动周期。

𝐴𝑒−𝛿𝑡𝛿 < 𝜔0



欠阻尼振动

过阻尼 临界阻尼 欠阻尼



阻尼运动的能量耗散

d2𝑥

d𝑡2
+ 2𝛿

d𝑥

d𝑡
+ 𝜔0

2𝑥 = 0 = 𝑚𝑣𝑥(𝑎 +
𝑘

𝑚
𝑥)

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= −2𝑚𝛿𝑣𝑥

2

动力学方程： 机械能：

摩擦力的功率： 𝑃 = 𝑓𝑣 = −2𝑚𝛿
d𝑥

d𝑡
𝑣 = −2𝑚𝛿𝑣2



品质因素-Q

品质因素反映了在存在阻尼情况下每经过一个周期，振动系统能量损失的大小。

𝑄 = 2π
𝐸(𝑡)

𝐸(𝑡) − 𝐸(𝑡 + 𝑇)
定义：

𝑄 = 2π
𝑘𝐴0

2/2

𝑘𝐴0
2/2 − 𝑘𝐴0

2e−2𝛿𝑇/2
=

2π

1 − e−2𝛿𝑇

在低阻尼情况下 𝑄 ≈
π

𝛿𝑇
=
𝜔0

2𝛿

微波发射，需要在谐振腔里放大信号，品质Q就代表了发射的能耗。


