
刚体，(定轴)转动



如何转动一个圆盘？

静止 运动：绕轴的转动力
什么样的力？合力的大小？

无动能 转动的动能
质点系的动能定理

质点间相对位置不变

零动量
质点系的动量定理 零动量

质心系中仍为零动量

角速度 如何用角速度
写出动能？

𝐹



角速度——转动快慢的度量

转动对应的度量：

转动快慢的衡量：

角度是无量纲的量

定义定轴转动需要：转轴的位置，转轴的方向
（转动平面），转角的方向（手性）



角速度方向

用矢量去描述转动：

转动在平面内发生，角速度方向沿
着平面的法线方向

右手定则：描述的一个约定
角速度在镜面反射操作下如何变化？
根源是什么？
二维空间有两个基矢，但角速度只有一个轴
三维空间呢？N维空间呢？

更一般的描述方式：二阶反对称张量

角速度只在三维空间与矢量同构



角加速度

Ԧ𝑎 =
𝑑𝜔

𝑑𝑡

速度和角速度之间的关系 𝑣𝑡 = ω× Ԧ𝑟 = 𝑊Ԧ𝑟

当角速度方向不变，
只是大小改变时，角加速度沿着角速度的方向



刚体

刚体：既考虑物体的质量, 又考虑形状和大小，忽略其形变。

刚体与质点系的区别？？

刚体运动的基本形式

➢可以用质点动力学的方法来处理刚体的平动问题。

刚体内各质点在任一时刻具有相同的速度和加速度。

1. 平动

刚体内任一直线在运动过程中始终保持平行。

质点：只考虑物体的质量，忽略其形状和大小。

质点没有转动



a. 定轴转动

b. 定点转动

如：门、窗的转动等。

如：陀螺的转动。

3. 平面运动

可以分解为刚体随质心的平移和绕质心垂直于运动平面的
定轴转动。

刚体上每一质元的运动都平行于某一固定平面。

如：车轮滚动。

可以分解为随质心的平移和绕质心的定点转动。

4. 刚体的一般运动

刚体上所有质点都绕同一直线(即转轴)作圆周运动。2. 转动

刚体



如何转动一个圆盘？

静止 运动：绕轴的转动力
什么样的力？合力的大小？

无动能 转动的动能
质点系的动能定理

质点间相对位置不变

零动量
质点系的动量定理 零动量

质心系中仍为零动量

角速度 如何用角速度
写出动能？

𝐹



刚体的定轴转动

相对距离、角度都不变。

在转动中，如果以刚体自身的一点为
参考，各点转动角速度相等。



转动惯量

如何描述转动的动能？

质点系的定轴转动

转动惯量：



旋转的能量：

转动惯量

研究对象质量的空间分布的表征
与转轴的位置、方向有关
与运动状态无关。

对二维空间，转动惯量是个标量

对于高维空间，转动惯量是一个二阶对称张量



平行轴原理

𝑀: 刚体的总质量
𝑑: 两轴之间的垂直距离

仅对通过质心的转轴成立



垂直轴原理

仅对二维刚体成立
不需要穿过质心





应用



质心平动加定轴转动

刚体的动能等于质心
动能和相对于质心旋
转的动能之和。

质心速度

定轴转动的速度

质心系内为0



悠悠球

刚体的动能等于质心动能和相对于质心旋转的动能之和。



如何转动一个圆盘？

静止 运动：绕轴的转动力
什么样的力？合力的大小？

无动能 转动的动能
质点系的动能定理

质点间相对位置不变

零动量
质点系的动量定理 零动量

质心系中仍为零动量

角速度 如何用角速度
写出动能？

𝐹



Ԧ𝐹

考虑外力做功使圆盘加速的过程

Ԧ𝐹 ∙ 𝑑 Ԧ𝑟 =
1

2
𝐼 𝜔0 + 𝑑𝜔 2 −

1

2
𝐼𝜔0

2

𝐴 𝑑 Ԧ𝑟

𝜃

Ԧ𝐹 ∙ 𝑑 Ԧ𝑟 = 𝐹 sin 𝜃 𝑑𝑟 = 𝐹 sin 𝜃 𝑟𝜔0𝑑𝑡

动能定理

做功

𝐹 sin 𝜃 𝑟𝜔0𝑑𝑡 = 𝐼𝜔0𝑑𝜔 𝐹 sin 𝜃 𝑟 = 𝐼𝑑𝜔/𝑑𝑡

力矩 Ԧ𝑟 × Ԧ𝐹 = 𝐹 sin 𝜃 𝑟 Ԧ𝑒𝜔
𝜔的方向

引入定义

角动量 𝐿 = 𝐼𝜔 Ԧ𝑟 × Ԧ𝐹 =
𝑑𝐿

𝑑𝑡

如何转动一个圆盘？

如何推广这两个定义？



力矩

• 受力点
• 旋转轴
• 会随着参考系变化而变化

一个力的力矩指向它企图驱动的旋转的方向。



力矩



质点系上的合力矩

𝑀 =෍

𝑖

𝑀𝑖 =෍

𝑖

Ԧ𝑟𝑖 × Ԧ𝐹𝑖

作用于质点系的力矩

外力的力矩（以重力矩为例）

𝑀𝑔 =෍

𝑖

Ԧ𝑟𝑖 × (−𝑚𝑖 𝑔𝑘) = −𝑚
σ𝑖𝑚𝑖 Ԧ𝑟𝑖
𝑚

× 𝑔𝑘 (𝑚 =෍

𝑖

𝑚𝑖)

𝑀𝑔 = −Ԧ𝑟c ×𝑚𝑔𝑘

Ox y

z

Ԧ𝑟c

−𝑚𝑔𝑘

c

等效于重力作用在质心上，
不能推广到一般的作用力



内力的力矩

O

Ԧ𝑟𝑖

Ԧ𝑟𝑗

Ԧ𝑓𝑖𝑗

Ԧ𝑓𝑗𝑖

Ԧ𝑟𝑖𝑗

i

j

𝑀𝑖𝑗 = Ԧ𝑟𝑖 × Ԧ𝑓𝑖𝑗 + Ԧ𝑟𝑗 × Ԧ𝑓𝑗𝑖

➢ 质点系内力矩的矢量和为零。

= (Ԧ𝑟𝑖 − Ԧ𝑟𝑗) × Ԧ𝑓𝑖𝑗 = Ԧ𝑟𝑖𝑗 × Ԧ𝑓𝑖𝑗 ≡ 0

质点系上的合力矩

平行矢量的叉乘=0



力矩–角加速度

角加速度

从牛顿第二定律的角度出发

考虑单个质点

对质点系求和

外力矩



旋转：力矩与做功

刚体

质点

力矩与做功的关系



力矩对时间的积累

Ԧ𝑟 × Ԧ𝐹 d𝑡 = Ԧ𝑟 × d 𝑚 Ԧ𝑣 = d(Ԧ𝑟 × 𝑚 Ԧ𝑣)

对于质点

注意dԦ𝑟与𝑚 Ԧ𝑣是平行的
同样可以定义𝐿 = Ԧ𝑟 × 𝑚 Ԧ𝑣

对于做圆周运动的质点， Ԧ𝑟 × 𝑚 Ԧ𝑣 = 𝑚𝑟2𝜔 = 𝐼𝜔

Ԧ𝐹

𝐴 𝑑 Ԧ𝑟

𝜃

对于刚体
Ԧ𝑟 × Ԧ𝐹 d𝑡 = 𝑑𝐿 = 𝐼𝑑𝜔

角动量𝐿 = 𝐼𝜔

从物理意义上推广了角动量：角动量是力矩对时间的积累



质点的角动量定理

d𝐿

d𝑡
=
d(Ԧ𝑟 × 𝑚 Ԧ𝑣)

d𝑡
= Ԧ𝑟 ×

d(𝑚 Ԧ𝑣)

d𝑡
+
dԦ𝑟

d𝑡
×𝑚 Ԧ𝑣

= Ԧ𝑟 ×
d(𝑚 Ԧ𝑣)

d𝑡
= Ԧ𝑟 × Ԧ𝐹

=0

合力对参考点O的力矩： ෍𝜏 = 𝐹𝑑 = 𝐹𝑟 sin 𝜃

Ԧ𝐹 =
d(𝑚 Ԧ𝑣)

d𝑡



质点角动量定理

՜𝜏 =
d𝐿

d𝑡
质点对某固定参考点的角动量的变化率等于质点所
受合力对同一参考点的力矩。

՜𝜏 d𝑡 = d𝐿

න
𝑡0

𝑡
՜𝜏 d𝑡 = න

𝐿0

𝐿

d𝐿 = 𝐿 − 𝐿0

➢ 角动量定理是描述质点转动的动力学方程

(微分形式)

(积分形式)

𝑡0׬
𝑡 ՜𝜏 d𝑡称合力矩在𝑡0 ՜ 𝑡时间内的角冲量或冲量矩。

力矩՜𝜏 = Ԧ𝑟 × Ԧ𝐹



质点角动量守恒定律

各分量具有独立性：

𝜏𝑥 = 0时，𝐿𝑥 = 𝐶1
➢ 在中心力场中，关于力心的角动量守恒

՜𝜏 = Ԧ𝑟 × Ԧ𝐹 = 0

若՜𝜏 = 0，则
d𝐿

d𝑡
= 0， 𝐿 = 𝐿0 (恒矢量)

𝜏𝑦 = 0时，𝐿𝑦 = 𝐶2

𝜏𝑧 = 0时，𝐿𝑧 = 𝐶3



角动量

天文观测：

不变量！



角动量的引入：掠面速度

自由粒子的掠面速度

𝛥𝑠 = 𝑣𝛥𝑡
三角形面积为𝑣𝑟𝛥𝑡 𝑠𝑖𝑛𝜃/2

𝜔 = 𝑣 sin𝜃/𝑟所以掠面速度为
1

2
ω𝑟2

有心力场中的掠面速度

牛顿：《论物体的运动》

掠面速度使用矢量形式能够写作
1

2
Ԧ𝑟 ×

Δ Ԧ𝑟

Δ𝑡
=
1

2
Ԧ𝑟 × Ԧ𝑣

质点与原点O的连线在单位时间扫过的面积



开普勒三定律：通过观察得到

掠面速度相等



质点系的角动量定理

𝐿 =෍

𝑖

𝐿𝑖 =෍

𝑖

( Ԧ𝑟𝑖 ×𝑚𝑖 Ԧ𝑣𝑖)

对参考点O ，质点系的总角动量：

O

𝑃𝑖

Ԧ𝑟𝑖

d𝐿

d𝑡
=
d(σ𝑖 Ԧ𝑟𝑖 ×𝑚𝑖 Ԧ𝑣)

d𝑡
=෍

𝑖

dԦ𝑟𝑖
d𝑡

×𝑚𝑖 Ԧ𝑣𝑖 +෍

𝑖

Ԧ𝑟𝑖 ×𝑚𝑖

d Ԧ𝑣𝑖
d𝑡

∵ 𝑚𝑖

d Ԧ𝑣𝑖
d𝑡

= Ԧ𝐹𝑖 +෍

𝑗≠𝑖

Ԧ𝑓𝑖𝑗 ෍

𝑖

(Ԧ𝑟𝑖 ×෍

𝑗≠𝑖

Ԧ𝑓𝑖𝑗) ≡ 0

d𝐿

d𝑡
=෍

𝑖

Ԧ𝑟𝑖 × Ԧ𝐹𝑖 =
՜𝜏

质点系的角动量定理

= 0

外力 内力 质点系内力矩的矢量和为零。



质点系的角动量定理

՜𝜏 =෍

𝑖

՜𝜏 𝑖

𝐿 =෍

𝑖

𝐿𝑖 = 𝐿0

质点系角动量守恒定律

若

则

=෍

𝑖

Ԧ𝑟𝑖 × Ԧ𝐹𝑖 = 0,

生活中常见应用：花样滑冰、转椅子

https://www.sohu.com/a/250975690_500784
https://www.bilibili.com/video/av1673001?from=search&
seid=10280585265111626704

https://www.sohu.com/a/250975690_500784
https://www.bilibili.com/video/av1673001?from=search&seid=10280585265111626704


质心系中的角动量定理

相对质心的角动量

Ԧ𝑟𝑖 = Ԧ𝑟c + Ԧ𝑟𝑖
′𝐿𝑖

′ = 𝑚𝑖 Ԧ𝑟𝑖 − Ԧ𝑟c × Ԧ𝑣𝑖 − Ԧ𝑣c第i个质点：

𝐿′ =෍

𝑖

𝑚𝑖 Ԧ𝑟𝑖 × Ԧ𝑣𝑖 −෍

𝑖

𝑚𝑖 Ԧ𝑟𝑐 × Ԧ𝑣𝑖 −෍

𝑖

𝑚𝑖 Ԧ𝑟𝑖 × Ԧ𝑣c +෍

𝑖

𝑚𝑖 Ԧ𝑟c × Ԧ𝑣c

=෍

𝑖

𝑚𝑖 Ԧ𝑟𝑖 × Ԧ𝑣𝑖 −𝑀Ԧ𝑟c × Ԧ𝑣c = 𝐿 − 𝐿c

𝐿 = 𝑀Ԧ𝑟c × Ԧ𝑣c + 𝐿′

注：此关系对质心以外的其它参考点一般不成立

总角动量 –质心角动量

= 0

整个系统：



质心系中的角动量定理

ሶԦ𝑣𝑖
′ = ሶԦ𝑣𝑖 −

ሶԦ𝑣𝑐

ሶ𝐿′ = σ𝑖 Ԧ𝑟𝑖
′ × Ԧ𝐹𝑖

（1）与惯性系中形式完全相同

（2）无论质心系是否为惯性系上述关系均成立 ෍

𝑖

𝑟𝑖
′
×𝑚𝑖

ሶ𝑣𝑐 = 0惯性力的力矩：

质心系中的角动量定理

ሶ𝐿′ =෍

𝑖

𝑚𝑖
ሶԦ𝑟𝑖
′ × Ԧ𝑣𝑖

′ +෍

𝑖

𝑚𝑖 Ԧ𝑟𝑖
′ × ሶԦ𝑣𝑖

′

=෍

𝑖

𝑚𝑖 Ԧ𝑟𝑖
′ × ሶԦ𝑣𝑖 −෍

𝑖

𝑚𝑖 Ԧ𝑟𝑖
′ × ሶԦ𝑣𝑐

=෍

𝑖

Ԧ𝑟𝑖
′ ×𝑚𝑖 Ԧ𝑎𝑖

= 0

= 0



例题

均质细棒m， l ，水平轴O，开始棒处于水平状态，由静止释放，求棒摆
到竖直位置时： (1) 棒的角速度，(2) 棒的转动动能，(3) 质心的加速度，
(4) 轴的支反力。

解： 1

2
𝐽𝜔2 −𝑚𝑔

𝑙

2
= 0 𝜔 =

3𝑔

𝑙
(1)

(2) 𝐸k =
1

2
𝐽𝜔2 = 𝑚𝑔

𝑙

2

(3) 𝑎cn =
𝑙

2
𝜔2 =

3

2
𝑔

𝐹𝑥 = 𝑚𝑎ct = 0(4) 𝐹𝑦 −𝑚𝑔 = 𝑚𝑎cn 𝐹𝑦 = 𝑚𝑔 +
3

2
𝑚𝑔 =

5

2
𝑚𝑔

𝑎ct =
𝑙

2
𝛼 = 0 （合力矩为0）



例题

均质细棒：m1、 l ，水平轴O，小球：m2与棒相碰，碰前 Ԧ𝑣
碰后 Ԧ𝑣′ 如图，设碰撞时间很短，棒保持竖直，求碰后棒的
角速度。

系统对O轴角动量守恒

𝑚2𝑙𝑣 =
1

3
𝑚1𝑙

2𝜔 −𝑚2𝑙𝑣
′

𝜔 =
3𝑚2 𝑣 + 𝑣′

𝑚1𝑙

注意：系统总动量一般不守恒，因为轴承处的外力不能忽略。只
当碰撞在打击中心时，Nx=0，系统的水平动量守恒：

解：



例题

长l 质量 m 的匀质细杆放在光滑的水平面上，以水平力 Ԧ𝐹垂直作用在细杆上，作

用点距质心为 d ，计算 Ԧ𝐹作用瞬间细杆的角加速度和质心的加速度。

𝐹 = 𝑚𝑎c

𝑀c = 𝐹𝑑 = 𝐽c𝛼

𝐽c =
1

12
𝑚𝑙2

⇒ 𝑎c =
𝐹

𝑚
，𝛼 =

12𝐹𝑑

𝑚𝑙2

解：

d =0 时， =0，刚体只有平动没有转动。

质心运动定律：

相对质心的角动量定理：



例题（平动+转动）

解： 𝑚𝑔 sin 𝜃 − 𝐹t = 𝑚𝑎c

𝐹N −𝑚𝑔 cos 𝜃 = 0

𝐹t𝑟 = 𝐽c𝛼

⇒ 𝑎c =
5

7
𝑔 sin 𝜃

𝐽c =
2

5
𝑚𝑟2

纯滚动条件(约束条件)： 𝑣c = 𝑟𝜔

𝜔 =
1

𝑟

10

7
𝑔ℎ

一匀质圆球(r )从静止开始沿一粗糙斜面纯滚动而下，斜面倾角为，球从上端
滚到下端球心高度相差为 h ，计算小球滚到下端时质心的速度和转动角速度。

质心运动定律：

相对质心的角动量定理：

也可由机械能守恒计算：

𝑚𝑔ℎ =
1

2
𝑚𝑣c

2 +
1

2
𝐽c𝜔

2

𝑣c = 𝑟𝜔

𝑎c = 𝑟𝛼





进动-precession

https://kexue.fm/sci/mechanics/build/lesson4_4.htm

高速旋转的物体，其自转轴绕另一个轴转动的现象。

https://www.youtube.com/watch?v=OgO3BlyYJZ8

https://www.bilibili.com/video/av53768159/

https://kexue.fm/sci/mechanics/build/lesson4_4.htm
https://www.youtube.com/watch?v=OgO3BlyYJZ8
https://www.bilibili.com/video/av53768159/




*回转仪和进动 （刚体的定点转动）

回转仪(gyroscope)：由厚而重，形状对称的刚体
绕对称轴高速自转的装置。

当 M =0 时，角动量及角速度矢量保持恒定
——定向回转仪。

当回转仪受到外力矩作用时，如：陀螺倾斜——？

——进动(precession) —— 回转效应。





例题

二球质量均为m，轻绳，光滑水平面，求：
运动规律及绳中张力。

水平方向动量守恒 𝑚𝑣0 = 2𝑚𝑣𝑐 𝑣𝑐 =
1

2
𝑣0

质心作匀速直线运动

系统相对质心角动量守恒

𝑚𝑣0
𝑙

2
= 𝑚

𝑙

2

2

𝜔 +𝑚
𝑙

2

2

𝜔 𝜔 =
𝑣0
𝑙

小球绕质心作匀速圆周运动

绳中的张力 𝑇 = 𝑚
𝑙

2
𝜔2 =

1

2
𝑚
𝑣0
2

𝑙



例题 如果 细绳 变成 细杆？

细杆两头粘俩球质量均为m，杆子质量为M，光滑水
平面，求：
运动规律及杆中张力。

扩展：杆有没有被固定?

没有固定转轴？
有固定转轴？固定点在中心？在黄金分割处？



角动量守恒 和 外力的力矩

若系统由几个物体组成，当系统受到的外力对轴的力矩的矢量和为零，
则系统的总角动量守恒：

෍

𝑖

𝐽𝑖𝜔𝑖 = 常量

如：直升机机尾加侧向旋叶，是为防止机身的反转。

角动量守恒.avi


猫的转动与角动量守恒



天体运动



使用守恒定律推导出开普勒第三定律



使用守恒定律推导出开普勒第三定律

曲率半径



*从开普勒定律推导出万有引力

极坐标下 v =
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d𝑡
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= ሶ𝑟 Ԧ𝑒𝑟 + 𝑟 ሶ𝜃 Ԧ𝑒𝜃

Ԧ𝑎 = ሷ𝑟 − 𝑟 ሶ𝜃2 Ԧ𝑒𝑟 + 𝑟 ሷ𝜃 + 2 ሶ𝑟 ሶ𝜃 Ԧ𝑒𝜃

开普勒第二定律

开普勒第一定律





*量子力学中的角动量

经典 量子



万有引力

测量常数G: 卡文迪许扭秤实验

引力场：时空的几何性质（运动与质量无关）

引力波：引力场传递的方式

引力场强度：基本作用中最弱的力，但是主导了
天体运动，星球形成

LIGO: 使用激光干涉装置，精度10-21量级

-物质告诉时空如何弯曲；时空告诉物质如何运动。（惠勒）



引力场的高斯定理

面元所张开的立体角 𝑑Ω =
Ƹ𝑟 ∙ 𝑑 Ԧ𝑆

𝑟2
=
𝑑𝑆 ∗ cos θ

𝑟2

质量m产生的引力场通量与距离成平方反比，与面积成正比

𝑑Φ = −𝐺𝑚
Ƹ𝑟 ∙ 𝑑 Ԧ𝑆

𝑟2
= −𝐺𝑚𝑑Ω

质量m产生的引力场与距离成平方反比：

−𝐺𝑀𝑚
Ƹ𝑟

𝑟2

质点组通过闭合曲面S的通量为

Φ = −4π𝐺 ෍

𝑖(𝑖𝑛𝑠𝑖𝑑𝑒 𝑆)

𝑚𝑖
立体角与面积成正比，与距离成平方反比



柱对称问题：密度均匀无穷长圆柱体产生引力场

通量计算：



球对称问题：均匀球体产生引力场

通量：

球体对其外部物体的引力，如同质量分布于球心。

推论：空心球壳对于位于其内部物体的引力之和
为零。



万有引力不能解释之谜

https://tech.sina.cn/d/tk/2018-12-01/detail-ihpevhcm5944716.d.html?from=wap

https://tech.sina.cn/d/tk/2018-12-01/detail-ihpevhcm5944716.d.html?from=wap

