
功，动能，势能和能量守恒



质点动力学回顾

• 直角坐标系、极坐标系、自然坐标系
• 参考系、伽利略变换
• 牛顿三大运动定律
• 引力、重力、弹性力、摩擦力、流体阻力
• 牛顿第二定律的瞬时性
• 动量守恒，对称性和守恒量

• 非惯性系和非惯性力
• 旋转参考系，向心力、科里奥利力

• 运用牛顿定律解题



我滑下你的暮色如厌倦滑下一道斜坡的虔诚。

——博尔赫斯



一个相对抽象的概念

能量：可以通过做功从一个物理系统转移到另一个物理系统的间接物理量
做功：通过沿物体的位移施加作用力来转移能量

能量：

一个深刻的物理概念

• 与时间对偶，对应新的守恒律（能量守恒）
• 引入了势、标量场的概念，可以取代力的图像（理论力学）
• 与质量同源，可以互相转化（相对论）
• 可以推广到微观世界（量子力学、量子场论）



从力到能量：

特殊情形：直线运动，𝑊 = Ԧ𝐹 ⋅ Ԧ𝑠

做功是和参考系相关的，
即使都是惯性系，每个力的做功也可以是不同的。

问题：在不同的惯性参考系里，能量是否守恒？

做功，力对空间的积累效应

如何描述能量的转移？

单位：焦耳(Joule, J), 𝑘𝑔 𝑚2 𝑠−2



功：力的空间积累（积分）效应

功是度量能量转换的基本物理量，它描写了力对空间的积累效应。

𝐴 = 𝐹 𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝛥Ԧ𝑟

变力的功：

恒力的功：

= Ԧ𝐹 ⋅ 𝛥Ԧ𝑟

𝛥𝐴𝑖 = 𝐹𝑖 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖 𝛥Ԧ𝑟𝑖

𝐴 =෍

𝑖

𝐹𝑖 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖 𝛥Ԧ𝑟𝑖 =෍

𝑖

Ԧ𝐹𝑖 ⋅ 𝛥 Ԧ𝑟𝑖

一般情形：

功是一个标量



功的计算

𝐴 = න
𝑎

𝑏

Ԧ𝐹 ⋅ 𝑑 Ԧ𝑟 = න
𝑎

𝑏

𝐹 𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑑𝑠

𝑑𝐴 = Ԧ𝐹 ⋅ 𝑑 Ԧ𝑟 = 𝐹𝑥𝑑𝑥 + 𝐹𝑦𝑑𝑦 + 𝐹𝑧𝑑𝑧

𝐴 = න
𝑥𝑎

𝑥𝑏

𝐹𝑥𝑑𝑥 + න
𝑦𝑎

𝑦𝑏

𝐹𝑦𝑑𝑦 + න
𝑧𝑎

𝑧𝑏

𝐹𝑧𝑑𝑧

𝐴 = න
𝑎

𝑏

Ԧ𝐹 ⋅ 𝑑 Ԧ𝑟 = න
𝑎

𝑏

𝐹𝑡 𝑑 Ԧ𝑟 = න
𝑎

𝑏

𝐹𝑡𝑑𝑠 = න
𝑎

𝑏

𝐹 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑑𝑠

直角坐标系：

自然坐标系：

2. Ԧ𝐹 与参照系无关，但位移与参照系有关，故A与参照系有关。

1.  一般情况下，功与力和路径有关



4. 平均功率 ሜ𝑃 =
Δ𝐴

Δ𝑡

瞬时功率 瓦特(Watt, W)=(J/s)

3. 合力的功等于各分力的功的代数和。

𝐴 = න
𝑎

𝑏

(෍

𝑖

Ԧ𝐹𝑖) ⋅ dԦ𝑟 =෍

𝑖

න
𝑎

𝑏

Ԧ𝐹𝑖 ⋅ d Ԧ𝑟 =෍

𝑖

𝐴𝑖

𝑃 =
d𝐴

d𝑡
=

Ԧ𝐹 ⋅ dԦ𝑟

d𝑡
= Ԧ𝐹 ⋅ Ԧ𝑣

功的计算



例题：变力做功

小球在水平变力 Ԧ𝐹作用下缓慢移动，即在所有位置上均近似处于力平衡状态，
直到绳子与竖直方向成角。

求：(1) Ԧ𝐹的功， (2)  重力的功。

𝐹 cos 𝜃 = 𝑚𝑔 sin 𝜃

𝐹t = 𝑚𝑔 tan𝜃 cos 𝜃 = 𝑚𝑔 sin 𝜃

解： 𝐹 = 𝑚𝑔 tan 𝜃

𝐴𝐹 = න Ԧ𝐹 ⋅ dԦ𝑟 =න𝐹t d𝑠 = න
0

𝜃

𝑚𝑔 sin 𝜃 𝑙d𝜃

= 𝑚𝑔𝑙(1 − cos 𝜃) 变力做功

𝐴𝑚𝑔 = න𝑚 Ԧ𝑔 ⋅ dԦ𝑟 = න
0

𝜃

−𝑚𝑔 sin 𝜃 𝑙d𝜃 = −𝑚𝑔𝑙(1 − cos 𝜃)

恒力 曲线运动



质点的动能定理

设质点m在力的作用下沿曲线从a点移动到b点

d𝐴 = Ԧ𝐹 ⋅ dԦ𝑟 = 𝐹 cos 𝛼 d𝑠

𝐹 cos 𝛼 = 𝑚𝑎t = 𝑚
d𝑣

d𝑡

d𝐴 = 𝐹 cos 𝛼 d𝑠 = 𝑚
d𝑣

d𝑡
d𝑠 = 𝑚𝑣d𝑣

总功：𝐴 = නd𝐴 = න
𝑣1

𝑣2

𝑚𝑣d𝑣 =
1

2
𝑚(𝑣2

2 − 𝑣1
2) = 𝐸k𝑏 − 𝐸k𝑎

总功由起始+终末的状态确定，与中间过程无关



净合外力对质点所做的功等于质点动能的增量。

𝐴 =
1

2
𝑚𝑣2

2 −
1

2
𝑚𝑣1

2 = 𝐸𝑘𝑏 − 𝐸𝑘𝑎

𝐴 > 0 → 𝐸k𝑏 > 𝐸k𝑎,1.  合外力的功是动能变化的量度。

2.  𝐴, 𝐸k与参考系有关，不同惯性系里它们的大小是不一样的

Ԧ𝐹 ⋅ dԦ𝑟 = d𝐸k, Ԧ𝐹 ⋅ Ԧ𝑣 =
d𝐸k
d𝑡

4.  微分形式：

𝐴 < 0 → 𝐸k𝑏 < 𝐸k𝑎

3.  动能定理只在惯性系中成立。

质点的动能定理



几种常见力的做功：重力

d𝐴 = 𝑚 Ԧ𝑔 ⋅ dԦ𝑟

𝑚 Ԧ𝑔 = −𝑚𝑔𝑘 dԦ𝑟 = d𝑥Ԧ𝑖 + d𝑧𝑘

d𝐴 = −𝑚𝑔𝑘 ⋅ d𝑥Ԧ𝑖 + d𝑧𝑘 = −𝑚𝑔d𝑧

𝐴 = −𝑚𝑔න
𝑧1

𝑧2

d𝑧 = 𝑚𝑔𝑧1 −𝑚𝑔𝑧2

➢ 重力作功由质点起始+终末的位置确定，与所经过的路径无关。



几种常见力的做功：万有引力

设质量为M的质点固定，另一质量为m的质点在M的引力场中从a点运动到b点。

Ԧ𝐹 = −𝐺
𝑀𝑚

𝑟3
Ԧ𝑟

𝐴 = න
𝑟𝑎

𝑟𝑏

−𝐺
𝑀𝑚

𝑟3
Ԧ𝑟 ⋅ dԦ𝑟

Ԧ𝑟 ⋅ dԦ𝑟 = 𝑟 dԦ𝑟 cos 𝛼 = 𝑟d𝑟

𝐴 = −𝐺𝑀𝑚න
𝑟𝑎

𝑟𝑏 d𝑟

𝑟2
= −𝐺𝑀𝑚(

1

𝑟𝑎
−
1

𝑟𝑏
)

➢万有引力的功由质点起始+终末的位置确定，与所经过的路径无关。



几种常见力的做功：弹性力

Ԧ𝐹 = −𝑘𝑥Ԧ𝑖

𝐴 = න Ԧ𝐹 ⋅ d Ԧ𝑥 = න
𝑥1

𝑥2

−𝑘𝑥Ԧ𝑖 ⋅ d𝑥Ԧ𝑖 = −න
𝑥1

𝑥2

𝑘𝑥d𝑥

𝐴 =
1

2
𝑘𝑥1

2 −
1

2
𝑘𝑥2

2

➢ 弹性力的功由质点起始+终末的位置确定，与所经过的路径无关。



几种常见力的做功：摩擦力

Ԧ𝐹f = −𝜇𝑚𝑔 Ԧ𝑒t

𝐴 = න
𝑎

𝑏

Ԧ𝐹 ⋅ dԦ𝑟f = න
𝑎

𝑏

−𝑚𝑔𝜇 Ԧ𝑒t ⋅ dԦ𝑟

𝑎 → 𝑏

= න
𝑎

𝑏

−𝑚𝑔𝜇d𝑠 = −𝐹f𝑆𝑎𝑏

➢ 摩擦力做功由质点起始+终末的位置确定，与所经过的路径无关。

与路径有关！



保守力与非保守力

保守力：保守力的功由质点起始+终末的位置确定，与所经过的
路径无关。

➢ 保守力沿任何闭合路径作功等于零。

如：重力，引力，弹性力等。

非保守力：作功不仅与始末位置有关，还与路径有关的。比如摩擦力。

(一对)摩擦力作功始终是负的，又称为耗散力。



势能

保守力的功是势能变化的量度，等于系统势能的减少。

势能只与位置有关

物体在保守力场中a，b两点的势能Epa， Epb之差等于质点由a点移动到b点过程

中保守力做的功Aab。
𝐸p𝑎 − 𝐸p𝑏 = න

𝑎

𝑏

Ԧ𝐹 ⋅ dԦ𝑟 = 𝐴𝑎𝑏

𝐴𝑎𝑏 = −(𝐸p𝑏 − 𝐸p𝑎) = −Δ𝐸p

保守力的功由质点起始+终末的位置确定，与所经过的路径无关。

可以定义一个标量场𝐸𝑝(𝑟)来描述保守力的做功，势能



势能的例子

𝑧𝑏 = 0 𝐸p𝑏 = 0

弹性势能

重力势能

引力势能 𝑟𝑏 = ∞ 𝐸p𝑏 = 0

𝑥𝑏 = 0 𝐸p𝑏 = 0

𝐸p = 𝑚𝑔𝑧

𝐸p = −
𝐺𝑀𝑚

𝑟

𝐸p =
1

2
𝑘𝑥2

𝐴𝑎𝑏 = 𝑚𝑔(𝑧𝑎 − 𝑧𝑏) = −(𝐸p𝑏 − 𝐸p𝑎)

𝐴𝑎𝑏 =
1

2
𝑘𝑥𝑎

2 −
1

2
𝑘𝑥𝑏

2 = −(𝐸p𝑏 − 𝐸p𝑎)

𝐴𝑎𝑏 = 𝐺𝑀𝑚(
1

𝑟𝑏
−
1

𝑟𝑎
) = −(𝐸p𝑏 − 𝐸p𝑎)

保守力的功：

o
z

𝐸p

重力势能曲线

𝐸p

o r 引力势能曲线

o
x

𝐸p

弹性势能曲线

恰当指定参考点的势能值：



关于势能的说明

𝐸p( Ԧ𝑟) = 𝐸p( Ԧ𝑟) − 𝐸p( Ԧ𝑟0) = න
Ԧ𝑟

Ԧ𝑟0
Ԧ𝐹 ⋅ dԦ𝑟

➢ 空间某点的势能Ep在数值上等于质点从该点移动到势能零点时保守力作的功。

• 势能的大小只有相对的意义，相对于势能零点而言。势能零点可以任意选取。

• 势能是相互作用有保守力的系统的属性。

设空间 Ԧ𝑟0 点为势能零点，则空间任意一点 Ԧ𝑟的势能为：

• 非惯性系中，通过引入合适的惯性力，也能有惯性势能的概念



已知势能，如何求(保守)力?

1. 积分关系

2. 微分关系 d𝐴 = −d𝐸p

d𝐴 = റ𝐹 ⋅ dറ𝑟 = 𝐹𝑥d𝑥 + 𝐹𝑦d𝑦 + 𝐹𝑧d𝑧

d𝐸p =
𝜕𝐸p

𝜕𝑥
d𝑥 +

𝜕𝐸p

𝜕𝑦
d𝑦 +

𝜕𝐸p

𝜕𝑧
d𝑧

𝐹𝑥 = −
𝜕𝐸p

𝜕𝑥
𝐹𝑦 = −

𝜕𝐸p

𝜕𝑦
𝐹𝑧 = −

𝜕𝐸p

𝜕𝑧

𝐸p = න
p

p0
Ԧ𝐹(Ԧ𝑟) ⋅ dԦ𝑟

三维情形一维情形

d𝐴 = 𝐹𝑥d𝑥

d𝐸p =
d𝐸p

d𝑥
d𝑥

𝐹𝑥 = −
𝑑𝐸p

𝑑𝑥

通过一个标量场来描述矢量



例：双原子分子的势能曲线

O
r

𝐸p

𝐸1

𝐸2

𝑟2 𝑟0 𝑟3

𝐹(𝑟1) = −
d𝐸

d𝑟
𝑟=𝑟1

> 0

𝐹(𝑟0) = −
d𝐸

d𝑟
𝑟=𝑟0

= 0

𝐹(𝑟3) = −
d𝐸

d𝑟
𝑟=𝑟3

< 0



例：energy diagram

任意形式的保守力，

势能只和位置有关



机械能定理（功能原理）

𝐴 =
1

2
𝑚𝑣2

2 −
1

2
𝑚𝑣1

2 = 𝐸𝑘𝑏 − 𝐸𝑘𝑎

若𝐴𝑁 = 0， 𝐸𝑃𝑏 + 𝐸𝐾𝑏 = 𝐸𝑃𝑎 + 𝐸𝐾𝑎

动能定理

如果非保守力做的功不为0，那么a b两处的机械能不相等

保守力的势能 𝐴𝑃 = 𝐸𝑃𝑎 − 𝐸𝑃𝑏

𝐴 = 𝐴𝑁 + 𝐴𝑃 = 𝐴𝑁 − Δ𝐸P

𝐴𝑁 = Δ𝐸P + Δ𝐸K = 𝐸P𝑏 + 𝐸K𝑏 − 𝐸P𝑎 + 𝐸K𝑎



能量的转换和守恒定律
非保守力做的功去哪儿了?

思考：为什么电磁相互作用是保守力，但是因此带来的摩擦力是非保守力?

1. 在微观层面处理每一个原子，摩擦力也是保守力。
2. 在宏观层面处理，引入统计概念，摩擦作为不可逆过程。



例：计算第一宇宙速度

已知：地球半径为R，质量为M，卫星质量为m。要使卫星
在距地面h 高度绕地球作匀速圆周运动，求其发射速度。

解： 设发射速度为v1，绕地球的运动速度为v。

机械能守恒：
1

2
𝑚𝑣1

2 − 𝐺
𝑀𝑚

𝑅
=
1

2
𝑚𝑣2 − 𝐺

𝑀𝑚

𝑅 + ℎ

万有引力提供向心力： 𝐺
𝑀𝑚

𝑅 + ℎ 2
= 𝑚

𝑣2

𝑅 + ℎ

得： 𝑣1 =
2𝐺𝑀

𝑅
−

𝐺𝑀

𝑅 + ℎ
𝑣1 = 𝑔𝑅(2 −

𝑅

𝑅 + ℎ
)

∵ ℎ << 𝑅

𝑣1 ≈ 𝑔𝑅 = 7.9 × 103 m ⋅ s−1

第一宇宙速度



例：计算第二宇宙速度

宇宙飞船脱离地球引力而必须具有的发射速度。

(1)  脱离地球引力时，飞船的动能必须大于或等于零。

(2)  脱离地球引力处，飞船的引力势能为零。

由机械能守恒：
1

2
𝑚𝑣2

2 − 𝐺
𝑀𝑚

𝑅
= 𝐸k∞ + 𝐸p∞ = 0

得： 𝑣2 =
2𝐺𝑀

𝑅
= 2𝑔𝑅 = 2𝑣1 = 11.2 × 103 m ⋅ s−1



质点系 – 从一个到几个

et bientôt nous serons dix mille et puis cent mille
Nous serons des millions

——Notre-Dame de Paris (Musical)



质点系的功能关系

质点动能定理 𝐴𝑖 =
1

2
𝑚𝑖𝑣𝑖

2 −
1

2
𝑚𝑖𝑣𝑖0

2 𝐴𝑖 = 𝐴𝑖e + 𝐴𝑖I其中

对系统内所有质点求和 ෍

𝑖

𝐴𝑖e +෍

𝑖

𝐴𝑖I =෍

𝑖

1

2
𝑚𝑖𝑣𝑖

2 −෍

𝑖

1

2
𝑚𝑖𝑣𝑖0

2

(1) 总动能 𝐸𝑘 =෍

𝑖

1

2
𝑚𝑖𝑣𝑖

2 ≠
1

2
෍

𝑖

𝑚𝑖 𝑣c
2

(2) 外力对系统所作的功是指每一个外力所作功之和，而非合外力所作的功。

外力 内力

合力为0，做功不为0

与质点不同：系统内两质点间可以有相互作用力

𝑣𝑐：质心的速度



质点系的功能关系

(3) 一对内力的功：

d𝐴 = Ԧ𝐹𝑖𝑗 ⋅ d Ԧ𝑟𝑖 + Ԧ𝐹𝑗𝑖 ⋅ d Ԧ𝑟𝑗

Ԧ𝑟𝑖𝑗 = Ԧ𝑟𝑖 − Ԧ𝑟𝑗

d𝐴 = Ԧ𝐹𝑖𝑗 ⋅ d Ԧ𝑟𝑖𝑗

相对元位移dԦ𝑟𝑖𝑗 = d(Ԧ𝑟𝑖 − Ԧ𝑟𝑗)

相对位矢

= Ԧ𝐹𝑖𝑗 ⋅ d(Ԧ𝑟𝑖 − Ԧ𝑟𝑗)

= Ԧ𝐹𝑖𝑗 ⋅ (dԦ𝑟𝑖 − dԦ𝑟𝑗)



质点系的功能关系

因此，一对内力的功：

1.  系统内一对内力的功一般不为零

2.  一对内力做功之和与所选的参照系无关

3.  一对内力做功之和只与相对位移有关

[例] 一颗子弹穿入厚为l的木块后停留在木块的前部，同时木块在桌面上向前移动了s距离，
求这一过程中子弹与木块之间的摩擦力所做的总功。

𝐴𝑓 = 𝐴𝑓1 + 𝐴𝑓2 = −𝑓 ⋅ 𝑙



𝐴e + 𝐴NI + 𝐴CI = 𝐸k − 𝐸k0 = Δ𝐸k

𝐴CI = −(𝐸p − 𝐸p0) = −Δ𝐸p 𝐴e + 𝐴NI = (𝐸k + 𝐸p) − (𝐸k0 + 𝐸p0)

= 𝐸 − 𝐸0 = Δ𝐸

质点系的功能原理：质点系在运动过程中，所有外力的功和非保守内力的功的总
和等于系统机械能的增量。

Ep 质点系势能
Ek 质点系动能

质点系的功能原理 能量守恒定律



质点系的功能原理 能量守恒定律

1.适用于惯性系。

Δ𝐸 = 0 ⇒ 𝐸k + 𝐸p = 𝐸k0 + 𝐸p02.若 𝐴e = 0, 𝐴NI = 0 机械能守恒定律

𝐴NI与参照系无关，而𝐴e与参照系有关。

❑系统中的动能和势能可以转换, 各质点间的机械能也可以互换, 但保
持系统的总机械能不变。

❑在某一惯性系中机械能守恒，但在另一惯性系中机械能不一定守恒。

3.对孤立系统

ANI = ΔE若𝐴e = 0，则 能量转换和守恒定律



质心系–几个到无穷多个



质心系

𝑟𝑐 =
1

𝑀
෍𝑚𝑖𝑟𝑖

𝑣𝑐 =
1

𝑀
෍𝑚𝑖𝑣𝑖

Ԧ𝑣𝑖
′ = 𝑣𝑖 − 𝑣𝑐

质心：质心是与质量分布有关的一个代表点，它的位置在平均意义上代
表着质量分布的中心。

Ԧ𝑟c =
׬ Ԧ𝑟d𝑚

d𝑚׬

质量连续分布的物体：



求质心的积分运算

𝑥𝑐 =
𝑥𝑑𝑚׬

𝑑𝑚׬
分量式：

𝑑𝑚 = 𝜌𝑠𝑑𝑠

𝑑𝑚 = 𝜌𝑑𝑉

质量线分布：

质量面分布：

质量体分布：

𝑦𝑐 =
𝑦𝑑𝑚׬

𝑑𝑚׬
𝑧𝑐 =

׬ 𝑧𝑑𝑚

𝑑𝑚׬

𝑑𝑚 = 𝜌𝑙𝑑𝑙 线积分

面积分

体积分



例子：半圆环的质心

= ൗන𝑥𝜌𝑙𝑅d𝜃 𝜋𝑅𝜌𝑙

𝑥c = ൗන𝑥d𝑚 𝑚

=
1

𝜋
න

0

𝜋

𝑅 sin 𝜃 d𝜃 =
2𝑅

𝜋

解： d𝑚 = 𝜌𝑙d𝑙 = 𝜌𝑙𝑅d𝜃

➢ 质心不一定位于物体内部。



质心运动定理

Ԧ𝑣c =
dԦ𝑟c
d𝑡

=෍

𝑖

൘𝑚𝑖

dԦ𝑟𝑖
d𝑡

M =෍

𝑖

Τ𝑚𝑖 Ԧ𝑣𝑖 𝑀 MԦ𝑣c =෍

𝑖

𝑚𝑖 Ԧ𝑣𝑖

Ԧ𝑟c =
σ𝑖𝑚𝑖 Ԧ𝑟𝑖
σ𝑖𝑚𝑖

质点系的动量，如同
所有质量集中于质心，
速度为质心运动速度

零动量系

质心坐标系：

由质心位矢公式：

Ԧ𝑟c ≡ 0 → Ԧ𝑣c = 0 →෍

𝑖

𝑚𝑖 Ԧ𝑣
′
𝑖 = 0



质心运动定理

෍

𝑖

Ԧ𝐹𝑖 = 𝑚
d Ԧ𝑣c
d𝑡

= 𝑚 Ԧ𝑎c

由质点系动量定理：

෍

𝑖=1

Ԧ𝐹𝑖 d𝑡 = 𝑚d Ԧ𝑣c

න
𝑡0

𝑡

෍

𝑖

Ԧ𝐹𝑖 d𝑡 =෍

𝑖

𝑚𝑖 Ԧ𝑣𝑖 −෍

𝑖

𝑚𝑖 Ԧ𝑣𝑖0 = 𝑚 Ԧ𝑣c −𝑚 Ԧ𝑣c0

质心运动定理：质心的运动等同于一个质点的运动，这个质点具有质点系的总质量，
它受到的外力为质点系所受的所有外力的矢量和。

微分形式：

质心系可能是惯性或者非惯性系，在非惯性系考虑作用在质心上惯性力后，动量
守恒（零动量），动能定理和角动量定理均成立。



柯尼希定理和质心系中的动能定理

（1）科尼希定理（质心系总动能的简单表达形式）

𝐸k =
1

2
෍

𝑖

𝑚𝑖𝑣𝑖
2 =

1

2
෍

𝑖

𝑚𝑖 Ԧ𝑣𝑐 + Ԧ𝑣′𝑖

2

=
1

2
𝑀𝑣c

2 + Ԧ𝑣𝑐෍

𝑖

𝑚𝑖 Ԧ𝑣
′
𝑖 +

1

2
෍

𝑖

𝑚𝑖𝑣
′
𝑖
2

=0=
1

2
𝑀𝑣c

2 + 𝐸′k
*（2）质心系中的动能定理

d𝐸k =෍

𝑖

Ԧ𝐹𝑖 ⋅ dԦ𝑟𝑖 +෍

𝑖,𝑗

Ԧ𝑓𝑖𝑗 ⋅ dԦ𝑟𝑖 d
1

2
෍

𝑖

𝑚𝑖 Ԧ𝑣c + Ԧ𝑣′𝑖)
2 =෍

𝑖

Ԧ𝐹𝑖 ⋅ d Ԧ𝑟c + Ԧ𝑟′𝑖 +෍

𝑖,𝑗

Ԧ𝑓𝑖𝑗 d Ԧ𝑟c + Ԧ𝑟′𝑖

∴ d
1

2
෍

𝑖

𝑚𝑖𝑣
′
𝑖
2

=෍

𝑖

Ԧ𝐹𝑖 ⋅ dԦ𝑟
′
𝑖 +෍

𝑖,𝑗

Ԧ𝑓𝑖𝑗 ⋅ dԦ𝑟
′
𝑖

和惯性系中动能定理的形式完全相同
（质心系可以为非惯性系）。





运动积分（Constant of Motion）


