
质点运动学
kinematics



什么是运动？如何描述运动？



基本的概念：描述运动

他开始向墙走去……准备直接冲进票亭……向前猛冲……墙越来越近，仅一步之遥…他准备
撞了上去……什么都没有发生……继续跑着，他睁开了眼睛。

——《哈利波特》

文字描述：

数学描述：

时空中坐标的(连续)变化：(Ԧ𝑟, 𝑡)；

运动的描述：坐标作为时间的函数 𝑥 = 𝑓 𝑡 ；

与力学性质相关的主要衍生量：速度，加速度

数学描述更精确，易推广，但更抽象

坐标原点的选取：参考系

高维空间，矢量： Ԧ𝑟 = Ԧ𝑓 𝑡



基本的概念：描述运动

两个例子：

飞弹以匀速𝑣1在距地面高𝐿的高度飞行，经过拦截导弹正上方时，导弹以速度𝑣出发拦截，
每时每刻拦截导弹的运动方向都指向飞弹。
问：导弹的运动轨迹，何时能拦截到飞弹

在平面上撒一堆点，任意三个点都不共线。取一根无穷长的棍子置于其中某个点A上，让
长棍以固定的速度𝜔开始以A为轴旋转。在旋转过程中，长棍碰到任意一个点，都会以这
个点作为新的转轴开始旋转。
问：如何选取初始点A才能让长棍遍历所有的点。

A

B



基本的概念：描述运动

两个例子：

A

B

（飞弹的轨迹）： 数学描述可以普适地处理各类复杂的运动
是一个包罗万象的框架

（长棍的旋转）： 普适的框架下给出的公式不一定真的能解出
来，物理的图像往往能帮我们洞察问题的核心



时空中坐标非常简单， 𝑥, 𝑡

基本的概念：一维世界

x
x1 x2

但我们需要一个原点， 0, 𝑡

参考系(frame of reference)：用来描述物体运动而选作参考的物体

• 运动的相对性决定描述物体运动必须选取参考系

• 在运动学中，参考系可任选，但以描述方便为原则

• 不同参考系中，对物体运动的描述不同

• 参考系本身可以是运动的
惯性参考系

非惯性参考系
我们暂时只考虑惯性系



时空中坐标非常简单， 𝑥, 𝑡

运动的描述：坐标作为时间的函数 𝑥 = 𝑓 𝑡

基本的概念：一维世界

x
x1 x2

从起点到终点
经历的位移Δx=x2-x1; 经历的时间Δt=t2-t1

平均速度



基本的概念：一维世界

平均速度够不够用？

描述某一时刻的速度？如何比较不同时刻，比如 t2和t1 的
速度？

新的需求

新的抽象

瞬时速度



为了能够刻画一个物体在任意时刻的运动快慢，我们将测量平均
速度的时间不停缩短，直到趋向于一个无穷小的时间间隔，这个
时候我们就能够得到在一个特定时刻物体的平均速度，称为瞬时
速度。

数学记号dx/dt称做x(t)对于t这个变量的微分

基本的概念：瞬时速度



基本的概念：瞬时速度



基本的概念：加速度

力会改变物体的速度，如何描述这一改变？

进一步的需求

新的抽象

加速度



定义了瞬时速度后，速度就和位移一样，成为了时间的一个函数v(t)。
通过类似的方法，可以定义平均加速度和瞬时加速度。

平均加速度

瞬时加速度

加速度是位移关于时间的二次导数：

基本的概念：加速度

新的算符，代表微分两次



v-t图
斜率表示加速度

基本的概念：加速度



数学小结：微分

乘法法则：

链式法则：



自动微分：例子

链式法则：

广泛用于Machine Learning， Deep Learning
中优化loss function



ax为常数

一条相反的道路：从加速度出发

常见的需求：知道加速度（受力情况），如何描述物体运动？

新的工具：积分

例子：匀加速运动



变加速直线运动

𝑣𝑥 − 𝑣0𝑥 ≈ ෍

𝑖

𝑎𝑥 𝑡𝑖 ∆𝑡 = lim
∆𝑡→0

෍

𝑖

𝑎𝑥 𝑡𝑖 ∆𝑡

𝑣𝑥 − 𝑣0𝑥 = න
𝑡
1

𝑡
2

𝑎𝑥 𝑡 𝑑𝑡记作：

一条相反的道路：从加速度出发

更一般的情况：变加速过程

变加速曲线运动

需求运动的矢量描述，we’ll see it soon



数学小结：积分



例子：自由落体



位移与时间构成时空坐标
位移：速度对时间的积累
速度：位移相对于时间的改变，加速度相对于时间的积累
加速度：速度相对于时间的改变

平均→瞬时极限
微分
积分

一维运动小结：积分
概念：

数学：



推广：高维运动

新的工具：矢量

我们生活在三维的世界里，
需要描述三维世界中的运动。
世界限制了我们的想象力，
如何对更高维度的世界进行描述？



位置矢量 Ԧ𝑟

高维运动：矢量

3+1维时空中的坐标 Ԧ𝑟, 𝑡

矢量需要有些什么性质？

需要有大小 Ԧ𝑟 ，有方向 Ԧ𝑟/ Ԧ𝑟 ，(还需要一个原点)
需要可以加 (描述连续两段运动)

在描述运动中不需要，但在描述力，力矩和能量时，它需
要可以乘(点乘，叉乘)



位置矢量 Ԧ𝑟 位移矢量ΔԦ𝑟

平均速度矢量

（瞬时）速度矢量

高维运动：矢量

3+1维时空中的坐标 Ԧ𝑟, 𝑡

在三维时空中一样可以定义速度，它是个矢量



位移和路程

Δ𝑡 → 0, Δ𝑠 = ΔԦ𝑟

d𝑠 = dԦ𝑟

当时间间隔很小时：

记为：

位移为矢量，路程为标量

Δ𝑠 ≠ ΔԦ𝑟

速率 v = lim
Δ𝑡→0

Δ𝑠

Δ𝑡
=

d𝑠

d𝑡
代表了速度的大小，是标量

高维运动：方向带来的复杂性

速度与速率

速度的方向： ΔԦ𝑟 / ΔԦ𝑟



速度的分量形式

= 𝑣𝑥 Ƹ𝒊 + 𝑣𝑦 Ƹ𝒋 + 𝑣𝑧෡𝒌
直角坐标系

笛卡尔坐标单位矢量不随时间变化。

𝑑 Ƹ𝑖

𝑑𝑡
=
𝑑 Ƹ𝑗

𝑑𝑡
=
𝑑෠𝑘

𝑑𝑡
= 0



速度的分量形式（行星的运动）

极坐标系

𝑑 Ԧ𝑒𝑟
𝑑𝑡

= lim
𝛥𝑡→0

𝛥 Ԧ𝑒𝑟
𝛥𝑡

= lim
𝛥𝑡→0

𝛥𝜃

𝛥𝑡
Ԧ𝑒𝜃 =

𝑑𝜃

𝑑𝑡
Ԧ𝑒𝜃

Ԧ𝑣 =
𝑑𝑟

𝑑𝑡
Ԧ𝑒𝑟 + 𝑟

𝑑 Ԧ𝑒𝑟
𝑑𝑡

=
𝑑𝑟

𝑑𝑡
Ԧ𝑒𝑟 + 𝑟

𝑑𝜃

𝑑𝑡
Ԧ𝑒𝜃 = 𝑣𝑟 Ԧ𝑒𝑟 + 𝑣𝜃 Ԧ𝑒𝜃

Ԧ𝑣 =
𝑑Ԧ𝑟

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
(𝑟 Ԧ𝑒𝑟) =

𝑑𝑟

𝑑𝑡
Ԧ𝑒𝑟 + 𝑟

𝑑 Ԧ𝑒𝑟
𝑑𝑡

Δ Ԧ𝑒𝑟// Ԧ𝑒𝜃时，方向：

𝛥 Ԧ𝑒𝑟 = 𝛥𝜃 Ԧ𝑒𝜃

𝛥 Ԧ𝑒𝑟 = Ԧ𝑒𝑟 𝛥𝜃大小：

极坐标下，单位矢量是时间的函数 Ԧ𝑟(𝑡) = 𝑟(𝑡) Ԧ𝑒𝑟(𝑡)

𝛥𝑡 → 0



速度的分量形式

极坐标系 极坐标下，单位矢量是时间的函数 Ԧ𝑟(𝑡) = 𝑟(𝑡) Ԧ𝑒𝑟(𝑡)

物理意义

径向速度
𝑑𝑟

𝑑𝑡
Ԧ𝑒𝑟 ，旋转半径的变化

角向速度 𝑟
𝑑𝜃

𝑑𝑡
Ԧ𝑒𝜃 ，半径方向的变化（角速度

𝑑𝜃

𝑑𝑡
）

Ԧ𝑣 =
𝑑𝑟

𝑑𝑡
Ԧ𝑒𝑟 + 𝑟

𝑑 Ԧ𝑒𝑟
𝑑𝑡

=
𝑑𝑟

𝑑𝑡
Ԧ𝑒𝑟 + 𝑟

𝑑𝜃

𝑑𝑡
Ԧ𝑒𝜃 = 𝑣𝑟 Ԧ𝑒𝑟 + 𝑣𝜃 Ԧ𝑒𝜃



𝑒𝑡：物体运动轨迹的切线方向
𝑒𝑛：物体运动轨迹的（内）法线方向

Ԧ𝑣 = lim
𝛥𝑡→0

𝛥Ԧ𝑟

𝛥𝑡
= ( lim

𝛥𝑡→0

𝛥𝑠

𝛥𝑡
) Ԧ𝑒𝑡

=
𝑑𝑠

𝑑𝑡
Ԧ𝑒𝑡 = 𝑣 Ԧ𝑒𝑡

速度矢量方向被定义为沿轨迹的切线方向𝑒𝑡

速度的分量形式：一般形式

自然坐标系

𝑒𝑡，𝑒𝑛均为时间的函数



例子：加速过弯
𝑣 = 𝑣1

𝑣 = 𝑣0

𝑅

Ԧ𝑣 =
𝑑𝑟

𝑑𝑡
Ԧ𝑒𝑟 + 𝑟

𝑑𝜃

𝑑𝑡
Ԧ𝑒𝜃

𝑟
𝑑𝜃

𝑑𝑡
Ԧ𝑒𝜃0



𝑣1
𝑣2

𝑣1

𝑣2

Δ Ԧ𝑣

Δ𝑡

平均加速度矢量

（瞬时）加速度矢量

高维运动：加速度

与1维情况相似，我们同样可以在高维定义加速度，它也是矢量



高维运动：加速度的分量形式

直角坐标系

平面极坐标系

=
𝑑2𝑟

𝑑𝑡2
Ԧ𝑒𝑟 +

𝑑𝑟

𝑑𝑡
⋅
𝑑 Ԧ𝑒𝑟
𝑑𝑡

+
𝑑𝑟

𝑑𝑡
⋅
𝑑𝜃

𝑑𝑡
Ԧ𝑒𝜃 + 𝑟

𝑑2𝜃

𝑑𝑡2
Ԧ𝑒𝜃 + 𝑟

𝑑𝜃

𝑑𝑡
⋅
𝑑 Ԧ𝑒𝜃
𝑑𝑡

Ԧ𝑎 =
𝑑 Ԧ𝑣

𝑑𝑡
=
𝑑(
𝑑𝑟
𝑑𝑡

Ԧ𝑒𝑟 + 𝑟
𝑑𝜃
𝑑𝑡

Ԧ𝑒𝜃)

𝑑𝑡

形式简单，单位向量不是时间的函数



𝑑 Ԧ𝑒𝑟
𝑑𝑡

=
𝑑𝜃

𝑑𝑡
Ԧ𝑒𝜃 类似可以得到

𝑑 Ԧ𝑒𝜃
𝑑𝑡

= −
𝑑𝜃

𝑑𝑡
Ԧ𝑒𝑟

Ԧ𝑒𝑟 = cos 𝜃 Ԧ𝑖 + sin 𝜃 Ԧ𝑗

Ԧ𝑒𝜃 = −sin 𝜃 Ԧ𝑖 + cos 𝜃 Ԧ𝑗

ሶԦ𝑒𝑟 = −sin 𝜃 Ԧ𝑖 + cos 𝜃 Ԧ𝑗 ሶ𝜃 = ሶ𝜃 Ԧ𝑒𝜃

ሶԦ𝑒𝜃 = −cos 𝜃 Ԧ𝑖 − sin 𝜃 Ԧ𝑗 ሶ𝜃 = − ሶ𝜃 Ԧ𝑒𝑟

另一种数学推导：

高维运动：加速度的分量形式

极坐标系单位矢量的求导

投影回直角坐标系下

根据单位向量的定义得到
的一般形式

单位向量相互垂直

求导可得



=
𝑑2𝑟

𝑑𝑡2
Ԧ𝑒𝑟 +

𝑑𝑟

𝑑𝑡
⋅
𝑑𝜃

𝑑𝑡
Ԧ𝑒𝜃 +

𝑑𝑟

𝑑𝑡
⋅
𝑑𝜃

𝑑𝑡
Ԧ𝑒𝜃 + 𝑟

𝑑2𝜃

𝑑𝑡2
Ԧ𝑒𝜃 − 𝑟

𝑑𝜃

𝑑𝑡
⋅
𝑑𝜃

𝑑𝑡
Ԧ𝑒𝑟

=
𝑑2𝑟

𝑑𝑡2
− 𝑟

𝑑𝜃

𝑑𝑡

2

Ԧ𝑒𝑟 + 𝑟
𝑑2𝜃

𝑑𝑡2
+ 2

𝑑𝑟

𝑑𝑡
⋅
𝑑𝜃

𝑑𝑡
Ԧ𝑒𝜃

Ԧ𝑎 = ሷ𝑟 − 𝑟 ሶ𝜃2 Ԧ𝑒𝑟 + 𝑟 ሷ𝜃 + 2 ሶ𝑟 ሶ𝜃 Ԧ𝑒𝜃

高维运动：加速度的分量形式

Ԧ𝑎 =
𝑑 Ԧ𝑣

𝑑𝑡
=
𝑑(
𝑑𝑟
𝑑𝑡

Ԧ𝑒𝑟 + 𝑟
𝑑𝜃
𝑑𝑡

Ԧ𝑒𝜃)

𝑑𝑡

物理意义？

𝑑 Ԧ𝑒𝑟
𝑑𝑡

=
𝑑𝜃

𝑑𝑡
Ԧ𝑒𝜃

𝑑 Ԧ𝑒𝜃
𝑑𝑡

= −
𝑑𝜃

𝑑𝑡
Ԧ𝑒𝑟



高维运动：加速度分量的物理意义

lim
Δ𝑣𝑟
Δ𝑡

= ሷ𝑟

lim𝑣𝜃
Δ𝜃

Δ𝑡
= −𝑟 ሶ𝜃2

lim𝑣𝑟
Δ𝜃

Δ𝑡
= ሶ𝑟 ሶ𝜃

lim
Δ𝑣𝜃
Δ𝑡

= ሶ𝑟 ሶ𝜃 + 𝑟 ሷ𝜃

径向速度大小变化

径向速度方向变化

角向速度方向变化

角向速度大小变化

Ԧ𝑎 = ሷ𝑟 − 𝑟 ሶ𝜃2 Ԧ𝑒𝑟 + 𝑟 ሷ𝜃 + 2 ሶ𝑟 ሶ𝜃 Ԧ𝑒𝜃

Ԧ𝑣 = ሶ𝑟 Ԧ𝑒𝑟 + 𝑟 ሶ𝜃 Ԧ𝑒𝜃 = റ𝑣𝑟 + Ԧ𝑣𝜃

从速度出发

离心力 科里奥利力



例子：加速过弯

Ԧ𝑎 = ሷ𝑟 − 𝑟 ሶ𝜃2 Ԧ𝑒𝑟 + 𝑟 ሷ𝜃 + 2 ሶ𝑟 ሶ𝜃 Ԧ𝑒𝜃

Ԧ𝑎 = −𝑟 ሶ𝜃2 Ԧ𝑒𝑟 + 𝑟 ሷ𝜃 Ԧ𝑒𝜃

𝑟 ሶ𝜃2 = 𝑣2/𝑟 𝑟 ሷ𝜃

𝑣 = 𝑣1

𝑣 = 𝑣0

𝑅



高维运动：自然坐标系

Ԧ𝑣 = 𝑣 Ԧ𝑒𝑡 =
𝑑𝑠

𝑑𝑡
Ԧ𝑒𝑡

Ԧ𝑎 =
𝑑 Ԧ𝑣

𝑑𝑡
=
𝑑(𝑣 Ԧ𝑒𝑡)

𝑑𝑡
=
𝑑𝑣

𝑑𝑡
Ԧ𝑒𝑡 + 𝑣

𝑑 Ԧ𝑒𝑡
𝑑𝑡

𝛥 Ԧ𝑒𝑡 = Ԧ𝑒𝑡(𝑡 + 𝛥𝑡) − Ԧ𝑒𝑡(𝑡)

只有切向速度

𝑒𝑡：物体运动轨迹的切线方向
𝑒𝑛：物体运动轨迹的（内）法线方向



𝛥 Ԧ𝑒𝑡// Ԧ𝑒𝑛𝛥 Ԧ𝑒𝑡 = Ԧ𝑒𝑡 𝛥𝜃 = 𝛥𝜃

𝛥 Ԧ𝑒𝑡 = 𝛥𝜃 Ԧ𝑒𝑛

𝑑 Ԧ𝑒𝑡

𝑑𝑡
= lim

𝛥𝑡→0

𝛥 Ԧ𝑒𝑡

𝛥𝑡
= lim

𝛥𝑡→0

𝛥𝜃

𝛥𝑡
Ԧ𝑒𝑛 =

𝑑𝜃

𝑑𝑡
Ԧ𝑒𝑛

Ԧ𝑎 =
𝑑𝑣

𝑑𝑡
Ԧ𝑒𝑡 + 𝑣

𝑑 Ԧ𝑒𝑡
𝑑𝑡

=
𝑑𝑣

𝑑𝑡
Ԧ𝑒𝑡 + 𝑣

𝑑𝜃

𝑑𝑡
Ԧ𝑒𝑛

大小：

法向加速度切向加速度

注意此处法线单位矢量为内法线方向

𝛥 Ԧ𝑒𝑡 = Ԧ𝑒𝑡(𝑡 + 𝛥𝑡) − Ԧ𝑒𝑡(𝑡)

方向：

高维运动：自然坐标系



简单的情形：轨迹是一个圆 𝑣
𝑑𝜃

𝑑𝑡
Ԧ𝑒𝑛 = 𝑣

(𝑑𝑠/𝑅)

𝑑𝑡
Ԧ𝑒𝑛 =

𝑣

𝑅

𝑑𝑠

𝑑𝑡
Ԧ𝑒𝑛 =

𝑣2

𝑅
Ԧ𝑒𝑛

一般的情形：任意轨道，找到一个圆去和这一刻的轨道
相切，假设内切圆半径为ρ，那么法向加速度

𝑣
𝑑𝜃

𝑑𝑡
Ԧ𝑒𝑛 =

𝑣2

𝜌
Ԧ𝑒𝑛

根据直角坐标系下的轨迹方程，可以求出这个半径ρ

高维运动：自然坐标系

自然坐标系如何去描述一般的轨迹？



*高维运动：自然坐标系

𝑑𝜃

𝑑𝑠
= lim

𝛥𝑠→0

𝛥𝜃

𝛥𝑠

𝑑𝜃

𝑑𝑡
=
𝑑𝜃

𝑑𝑠

𝑑𝑠

𝑑𝑡
=
𝑑𝜃

𝑑𝑠
𝑣

𝑘 =
𝑑𝜃

𝑑𝑠
= lim

𝛥𝑡→0

𝛥𝜃

𝛥𝑠
曲率：

𝛥𝑠 : 𝑃1 →𝑃2 间的路程

→𝑎 =
𝑑𝑣

𝑑𝑡
Ԧ𝑒𝑡 +

𝑣2

𝜌
Ԧ𝑒𝑛

𝜌 =
1

𝑘
曲率半径：



*曲率的计算

𝑘 =
𝑑𝜃

𝑑𝑠
= lim

𝛥𝑡→0

𝛥𝜃

𝛥𝑠
曲率：

继续使用微分链式法则，

此处可正可负，由于之前定义为内法线方向，
故取绝对值



相对运动: 伽利略变换

𝑑 Ԧ𝑟

𝑑𝑡
=
𝑑𝑅

𝑑𝑡
+
𝑑Ԧ𝑟′

𝑑𝑡

Ԧ𝑣 =
𝑑 Ԧ𝑟

𝑑𝑡
, 𝑢 =

𝑑𝑅

𝑑𝑡

𝑑 Ԧ𝑟′

𝑑𝑡
=
𝑑 Ԧ𝑟′

𝑑𝑡′
= Ԧ𝑣′

Ԧ𝑣 = Ԧ𝑣′ +→𝑢

物体相对于S系的速度=
物体相对于S’系速度+S’系相对
于S系的速度

𝑡 = 𝑡′

时间不随着参考系的变化而变化

速度



𝑑2 Ԧ𝑟

𝑑𝑡2
=
𝑑2𝑅

𝑑𝑡2
+
𝑑2 Ԧ𝑟′

𝑑𝑡2

Ԧ𝑎 = Ԧ𝑎′ +
d𝑢

d𝑡

𝑑2 Ԧ𝑟′

𝑑𝑡2
=
𝑑2 Ԧ𝑟′

𝑑𝑡′2
= Ԧ𝑎′

相对运动: 伽利略变换

𝑡 = 𝑡′

时间不随着参考系的变化而变化

加速度

𝑢 =
𝑑𝑅

𝑑𝑡



时空观的演化

在后面课题的相对论部分，我们将介绍爱因斯坦的时空观和相对应的相对运动。


