
周期运动
受迫振动与共振



受迫振动与共振

系统在周期性的外力持续作用下所发生的振动。受迫振动：

驱动力：周期性的外力

在简谐振动恢复力f , 阻尼 Fr之外，增加新的周期力 𝐹 = 𝐹0 cos𝜔 𝑡

Ԧ𝐹𝑟

റ𝑓 = −𝑘 റ𝑥

F

x xo

注意：新的周期不一定等于
简谐振动系统的本征周期。



受迫振动的动力学方程
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cos𝜔 𝑡 非齐次线性微分方程

不含x, dx/dt, d^2x/dt^2的非齐次项



受迫振动的试探解
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tan𝜙 =
2𝜔𝛿
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𝑥 = 𝐴 cos(𝜔𝑡 + 𝜙)试探解：一个角频率也为𝜔的简谐运动



受迫振动的完整解

d2𝑥

d𝑡2
+ 2𝛿

d𝑥

d𝑡
+ 𝜔0

2𝑥 =
𝐹0
𝑚
cos𝜔 𝑡

完整解：𝑒−δ𝑡[𝐴′ cos 𝑡 ω0
2 − δ2 + 𝐵′ sin(𝑡 ω0

2 − δ2)] +𝐴 cos(𝜔𝑡 + 𝜙) 欠阻尼

𝑒−δ𝑡(𝐴′ + 𝐵′𝑡) +𝐴 cos(𝜔𝑡 + 𝜙) 临界阻尼

𝑒−δ𝑡[𝐴′𝑒
𝑡 δ2−ω0

2

+ 𝐵′𝑒
−𝑡 δ2−ω0

2

] +𝐴 cos(𝜔𝑡 + 𝜙) 过阻尼

无论是那种阻尼情况，前面那部分都会指数衰减到0，𝑡 → ∞时解趋向于 𝐴 cos(𝜔𝑡 + 𝜙)

在稳定振动状态下，受迫振动的频率等于策动力的频率。
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2𝑥 = 0+
特解 通解



受迫振动稳定解建立的动态过程

欠阻尼 过阻尼



共振

d2𝑥

d𝑡2
+ 2𝛿

d𝑥

d𝑡
+ 𝜔0

2𝑥 =
𝐹0
𝑚
cos𝜔 𝑡

𝐴 =
𝐹0

𝑚 4𝜔2𝛿2 + 𝜔2 − 𝜔0
2 2

𝐹 = 𝐹0 cos𝜔𝑡

𝐹r = −𝛾𝑣 = −2𝑚𝛿 ∙ 𝑣

驱动力

阻尼

特解：𝑥 = 𝐴 cos(𝜔𝑡 + 𝜙)

振幅𝐴（能量）与驱动力角频率𝜔之间的关系？谐振子如何从驱动
力中吸收能量？



共振

4𝜔2𝛿2

𝐴 =
𝐹0

𝑚 4𝜔2𝛿2 + 𝜔2 −𝜔0
2 2

𝜔2 − 𝜔0
2 2



共振
共振：当策动力的频率接近于固有频率时，受迫振动的振幅达到

最大值的现象。

𝐴 =
𝐹0

𝑚 4𝜔2𝛿2 + 𝜔2 −𝜔0
2 2

由：

𝐴max =
𝐹0

2𝑚𝛿 𝜔0
2 − 𝛿2

极大值在：𝜔 = 𝜔0
2 − 2𝛿2 = 𝜔r

共振频率

有阻尼时，共振频率不是本征频率。



共振现象(ω0=1,δ=0.01)

0.9倍共振频率，振幅52.4 共振频率，振幅526.3

弱阻尼，近共振和共振的对比



共振与品质因素

δ

随着阻尼项的减弱，共振的振幅越来越大，共振峰也越来越尖锐

取共振振幅的
1

2
处的峰的宽度

可以证明其宽度约等于2δ

因此品质因素

𝑄 ≈
π

𝛿𝑇
=
𝜔0

2𝛿

能够用来描述共振曲线的锐度𝐴 =
𝐹0

𝑚 4𝜔2𝛿2 + 𝜔2 − 𝜔0
2 2



时间晶体

晶体：原子周期排列，自发破缺了空间的平移对称性

F. Wilczek：时间的平移对称能不能被自发破缺？H. Watanabe and M. Oshikawa: NO!

但是分立的时间平移对称可以自发破缺 比如𝐹0 cos𝜔 𝑡

Floquet时间晶体

波函数的周期是驱动周期的两倍

系统会不会吸收驱动力的能量？

多体局域化：不会，没有熵增，没有各态历经，
没有热化



复杂振动合成



振动的合成与分解

某一质点在直线上同时参与两个独立的同频率的简谐振动，其振动方程分别

表示为：

𝑥1 = 𝐴1 cos(𝜔𝑡 + 𝜙1) 𝑥2 = 𝐴2 cos(𝜔𝑡 + 𝜙2)

两种办法：

1. 三角函数展开，组合

2. 向量分析



圆周运动-分解

Ԧ𝐹 = −Ԧ𝑟𝜔2
𝐹𝑥 = −𝑟𝜔2 cos 𝜃 = −𝜔2𝑥

𝐹𝑦 = −𝑟𝜔2 sin 𝜃 = −𝜔2𝑦
θ

Ԧ𝑟 = 𝑟 Ƹ𝑒𝑟

𝑥 = 𝑟 cos 𝜃 = 𝑟 cos(𝜔𝑡)

𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 = 𝑟 cos(𝜔𝑡 − 𝜋/2)

d2𝑥

d𝑡2
= −

𝑘

𝑚
𝑥 ሷԦ𝑟 = −

𝑘

𝑚
Ԧ𝑟 线性方程，线性叠加



振动的合成与分解

𝑥1 = 𝐴1 cos(𝜔𝑡 + 𝜙1)

𝑥2 = 𝐴2 cos(𝜔𝑡 + 𝜙2)

റ𝐴 = റ𝐴1 + റ𝐴2

𝑥 = 𝑥1 + 𝑥2

一个质点参与两个在同一直线
上频率相同的简谐振动，其合
成运动仍为简谐振动。



同频率平行简谐振动的合成

𝐴 = 𝐴1
2 + 𝐴2

2 + 2𝐴1𝐴2 cos( 𝜙2 − 𝜙1)

𝜙 = arctan
𝐴1 sin𝜙1 + 𝐴2 sin𝜙2

𝐴1 cos 𝜙1 + 𝐴2 cos 𝜙2

𝜙2 − 𝜙1 = 2𝑘𝜋 𝑘 = 0,±1,±2,⋯(1)若：

𝜙2 − 𝜙1 = (2𝑘 + 1)𝜋 𝑘 = 0,±1,±2,⋯(2)若：

𝐴 = 𝐴1
2 + 𝐴2

2 + 2𝐴1𝐴2 = 𝐴1 + 𝐴2则:

𝐴 = 𝐴1
2 + 𝐴2

2 − 2𝐴1𝐴2 = 𝐴1 − 𝐴2则：

同相位

反相位



不同频率平行简谐振动的合成

റ𝐴1 Ԧ𝐴2

设两同方向，角频率分别为 𝜔1 和 𝜔2 的两简谐振动, 𝜔2 > 𝜔1

Ԧ𝐴2相对于 的转动角速度： 𝜔2 − 𝜔1റ𝐴1

两矢量同向重合时：

➢合振动振幅 极大റ𝐴

➢合振动振幅 极小റ𝐴

两矢量反向重合时：

➢拍(Beat)：合振动的振幅时大时小的现象

റ𝐴1 𝜔1

Ԧ𝐴2 𝜔2

xO

它们所对应的旋转矢量分别为 和



拍

cos 𝑡 + cos 1.05𝑡

𝑓 =
𝜔2 − 𝜔1

2𝜋
= 𝑓2 − 𝑓1

𝑇 =
2𝜋

𝜔2 −𝜔1

拍的周期：

拍的频率：

~125



拍的形成



拍的频率的计算

𝑥1 = 𝐴1 cos𝜔1 𝑡 = 𝐴1 cos 2 𝜋𝑓1𝑡

𝑥2 = 𝐴2 cos𝜔2 𝑡 = 𝐴2 cos 2 𝜋𝑓2𝑡

𝑥 = 𝑥1 + 𝑥2 = 𝐴1 cos 2 𝜋𝑓1𝑡 + 𝐴2 cos 2 𝜋𝑓2𝑡

𝑥 = 2𝐴 cos 2 𝜋
𝑓2 − 𝑓1

2
𝑡 ⋅ cos 2 𝜋

𝑓2 + 𝑓1
2

𝑡

2𝐴 cos 2 𝜋
𝑓2 − 𝑓1

2
𝑡

振幅：

随时间缓变，拍频 cos 2 𝜋
𝑓2 + 𝑓1

2
𝑡 随时间快速变化

𝐴1 = 𝐴2 = 𝐴设：



非简谐振动

任何一个周期性运动，都能用其频率整数倍的简谐振动的叠加得到。

三项，六项，二十六项的叠加结果

sin ω𝑡 −
1

2
sin 2ω𝑡 +

1

3
sin 3ω𝑡 −⋯

三项，六项，二十六项的叠加结果



非简谐振动-y方向投影示意



傅里叶级数

一个信号，如果用一组简谐
振动将其表示出来，这组简
谐振动称为傅里叶级数。

将信号分解有什么用？

背后的数学问题：

1. 是否对所有的信号都能做
这样的函数展开（傅里叶
级数的完备性）。

2. 展开的级数之和，是否能
够收敛到原来的函数（级
数的收敛性）。



非线性系统



解的叠加性

d2𝜃

d𝑡2
= −𝜔2 sin 𝜃

大角度时候的方程即为
非线性方程



输入频率的改变：倍频



混沌

正是由于非线性系统的解不具有叠加性，并对系统中信号的频率有复杂的
改变等效应，使得非线性系统的行为出现不可预测性，对初始条件微小的
改变，将会对结果产生极大的影响——蝴蝶效应。

运动学方程：θ1, θ2不是小量时-非线性方程



刻画混沌

如何刻画混沌？

Lyapunov指数：

相空间中可无限接近的两条轨迹的分离速率
Lyapunov指数𝜆通常是一个维数与像空间相同的谱
当𝜆max > 0，系统通常是混沌的

Lyapunov时间： 𝑡~1/𝜆max

系统可预测的极限时间，混沌的开始

量子混沌： 𝜆max 有上界，

极值在黑洞视界附近可得到



复摆的实验演示


